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Полученные в этой работе результаты связаны с определением дробной про-
изводной в смысле Вейля [1]. Пусть L2 := L2[0,2π] – пространство суммируемых с
квадратом по Лебегу вещественных 2π-периодических функций f . Рассмотрим для
функции f ∈ L2 с рядом Фурье
f (x)= a0
2
+
∞∑
k=1
(
ak ( f )coskx+bk ( f )sinkx
)
,
производную порядка α≥ 0 в смысле Вейля, определе¨нную равенством
f (α)(x)=
∞∑
k=1
kα
{
ak cos
(
kx+ απ
2
)
+bk sin
(
kx+ απ
2
)}
.
Всюду далее N,R+ := (0,+∞), — множества соответственно всех натуральных и
положительных действительных чисел. Через L(α)2 (α ≥ 0, L(0)2 ≡ L2) обозначим мно-
жество функций f ∈ L2, у которых существует производная в смысле Вейля f (α) ∈ L2
(α≥ 0) .Если sn−1( f (α), x) (α≥ 0)–частичная суммапорядкаn−1 рядаФурьефункции
f (α), то легко доказать, что наилучшее приближение функции f (α) ∈ L2 тригономет-
рическими полиномами Tn−1 степени не выше n−1 имеет вид
En−1( f (α))= inf
{
∥ f (α)−Tn−1∥ : Tn−1 ∈ℑ2n−1
}
= ∥ f (α)− sn−1( f (α))∥ =
( ∞∑
k=n
k2αρ2k ( f )
)1/2
,
где ρ2k ( f )= a2k ( f )+b2k ( f ), ak ( f ), bk ( f )—косинус- и синус-коэффициентыфункции f .
Пусть
Ωm( f ; t )
de f= sup
{∥∥∆mh ( f ; ·)∥∥ : 0< h ≤ t}
функция, которуюназовем обобще¨нныммодулем непрерывностиm-го порядкафунк-
ции f ∈ L2, определяемая через функции Стеклова (см., напр. [2]).
Всюду, далее полагаем
sinc t :=
{
sin t
t
, если t ̸= 0, 1, если t = 0
}
.
К. Тухлиев 371
Лемма. Для произвольной функции f ∈ L(α)2 имеет место следующее равенство
Ω2m( f
(α), t )= sup
{ ∞∑
k=1
k2αρ2k ( f ) (1− sinc kh)2m : |h| ≤ t
}
.
Введе¨м в рассмотрение экстремальную характеристику
χn,α,p (Ωm , q,h)= sup
f ∈L(α)2
f ̸=const
En−1( f )
 hˆ
0
Ω
p
m( f
(α), t )q(t )d t

−1/p
,
где m,n ∈N, α≥ 0, p ∈R+, 0< h ≤π/n, q ≥ 0 — весовая функция на отрезке [0,h].
С использованием леммы можно доказать следующее общее утверждение:
Теорема 1. Пусть m ∈N, α≥ 0, 0< p ≤ 2, 0< h ≤π/n, n ∈ N, q – весовая функция
на отрезке [0,h]. Тогда справедливы неравенства{
An,m,α,p (q,h)
}−1 ≤χn,α,p (Ωm , q,h)≤ { inf
n≤k<∞
Ak,m,α,p (q,h)
}−1
, (1)
где
Ak,m,α,p (q,h)=
kαp hˆ
0
(1− sinc kt )mp q(t )d t

1/p
, k ≥ n.
Возникает естественный вопрос: выяснить случаи или указать конкретные свой-
ства весовых функций, для которых при всех 0< h ≤π/n имеет место равенство
inf
k≥n
Ak,m,r,p (ϕ,h)=An,m,r,p (ϕ,h), (2)
равносильное задаче о точности двустороннего неравенства (1).
Теорема 2.Пусть q – весовая функция на отрезке [0,h] (0< h ≤π/n, n ∈N) являет-
ся дифференцируемой. Если при некотором α ∈R+, α≥ 1, 1/α≤ p ≤ 2 и любых t ∈ (0,h)
выполнено дифференциальное неравенство
(αp−1)q(t )− t q ′(t )≥ 0,
то справедливо соотношение (2) и, следовательно,
χn,α,p (Ωm , q,h)= 1
nα
 hˆ
0
(1− sinc nt )mp q(t )d t

−1/p
.
Отметим, что ряд экстремальных задач теории аппроксимации, связанные с по-
нятием дробной производной в смысле Вейля, ранее рассматривались в работах
[3;4] и другими.
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Sharp inequalities between the best approximations of periodic, differentiable in the sense of Weil,
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ОЦЕНКА НОРМЫ ИНТЕРПОЛЯЦИОННОГО ОПЕРАТОРА ЭРМИТА-ФЕЙЕРА
В ПРОСТРАНСТВАХ СОБОЛЕВА
А.И. Федотов1
1 fedotov@mi.ru; Московский социально-гуманитарный институт
Получены оценки норм интерполяционных операторов Эрмита-Фейера в одномерных
в многомерных пространствах Соболева. Показано, что в одномерном случае норма
этого оператора ограничена. В многомерном же случае величина нормы зависит от
соотношения числа узлов по каждой координате.
Ключевые слова: интерполяционный оператор Эрмита-Фейера, пространства Со-
болева.
1. Одномерный случай
Будем, как обычно, обозначать через N множество натуральных чисел, N0 –
множество натуральных чисел дополненных нулем,Zмножество целых чисел, аR –
множество действительных чисел.
Зафиксируем s ∈ R и обозначим через H s пространство Соболева порядка s, то
есть замыкание всех 2π-периодических комплекснозначных функций одной пере-
